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第 12 周  充分统计量 

 

二、充分统计量 

2.1 定义（不损失任何关于参数 的信息） 

样本中包含的关于总体的信息可分为两部分：其一是关于总体结构的信息，即

反映总体分布的结构；其二是关于总体中未知参数的信息。统计量具有压缩数

据功能，一个好的统计量应该能将样本中包含未知参数的全部信息提取出来，

这种不损失未知参数的信息的统计量就是我们要介绍的充分统计量。 

 

★ 充分统计量的定义如下：设 1 2, , , nX X X 是总体 X 的简单样本，总体分布

函数为 ( , )F x  ，称统计量 1 2( , , , )nT T X X X 为 的充分统计量，如

果在给定T 的取值后， 1 2, , , nX X X 的条件分布与 无关。 

★ 定理 A： 

若样本 1 2, , , nX X X 的联合分布密度（或 p.m.f）为 1 2( , ,..., | )nf x x x  ，统

计量 1 2( , ,..., )nT T X X X 的分布密度（或 p.m.f）为 ( | )q t  ，则若
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


与 无关，则 1 2( , ,..., )nT T X X X 为充分统计量。 

例（离散情形）设 1 2, , , nX X X 是总体 ~ (1, ),0 1X B    （即 Bernoulli

分布）的一个样本，证明
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用定义证明：只需证明 1 1( ,..., | )n nP X x X x T t   与 无关，这里 0,1ix  ， 
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例（连续情形）设 1 2, , , nX X X 是总体 ~ ( ,1)X N  的一个样本，证明T X

为的充分统计量 

解：利用定理 A 证明（利用定义也可以证明，见教材）： 

1 2, , , nX X X 的联合分布密度为 

1 2( , ,..., | )nf x x x   
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~ ( , )T X N

n
 的分布密度为 ( | )q t  
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与无关，故T X 为的充分统计量。 

 

例 设 1 2,X X 是总体 ~ ( )X P  的一个样本，证明 1 1 2T X X  为的充分统

计量，而 2 1 22T X X  不是的充分统计量。 

解： 
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与无关，故 1 1 2T X X  为的充分统计量。 
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依赖于，故 2 1 22T X X  不是的充分统计量。 

 

如何寻找充分统计量？ 

★ 定理 B：（因子分解定理）总体概率函数 ( , )f x  ，样本 1( ,..., )nX X ，统计量

1( ,..., )nT X X 为未知参数 的充分统计量的充要条件是样本在已发生情形

1 1( ,..., ) ( ,..., )n nX X x x 处的联合概率函数可以分解为 1( ,..., )nT x x t 和 的函

数 ( , )g t  与样本观察值的函数 1( ,..., )nh x x 的乘积。 

即：T 是θ的充分统计量 

 ));,...,,((),...,,();()( 2121
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定理证明：只就离散情况证明，必要性  

1( ,..., )

1 1 1( ,..., | ) ( ,..., )
nT x x t

n n nP X x X x T t h x x


    与 无关， 

由于 1 1{ } { , , }n nT t X x X x     

因此 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., | ) ( )n n n nP X x X x P X x X x T t P T t        

1 1( ,..., ) ( ) ( , ) ( ,..., )n nh x x P T t g t h x x    
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充分性  

现在已知
1 1 1( ,..., ) ( , ) ( ,..., )n n nP X x X x g t h x x    
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★推论：设统计量T 为 的充分统计量，统计量S 与T 一一对应，则S 也为 的

充分统计量。 

 

例 设 1 2, , , nX X X 是总体 ~ (1, ),0 1X B    （即 Bernoulli 分布），证

明
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T X


 为 的充分统计量 

解： 用因子分解证明：样本的分布为  
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故
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注：显然 1 1 2( , )nT X X X   、 2 1 2 3 4( , , )nT X X X X X    也是 的充分统计
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量（不唯一）。 

例 设 1 2, , , nX X X 是总体
2~ ( , )X N   的一个样本，

2,  均未知，求

2( , )  的充分统计量。 

解：样本的分布密度为 
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注：显然
2

1 ( , )T X S 为
2( , )  的充分统计量，这个一般更常用。若

2 未知，

X 不是的充分统计量；未知时，
2S 也不是

2 的充分统计量。但若
2 已

知，X 是的充分统计量， 0  已知，
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X 

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2 的充分统计量。 

例 设 1 2, , , nX X X 是总体 ~ ( , )
2 2

X U
 

 的一个样本，，求参数 的充分统

计量。 

解：样本的分布密度为 
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   

 
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故
(1) ( )( , )nX X 为 的充分统计量。当然全样本 1 2( , ,..., )nX X X 记顺序统计量

(1) (2) ( )( , ,..., )nX X X 也是 的充分统计量。 
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三. 参数点估计 

 

★ 问题的提出: 参数估计的意义. 

1 点估计   

1 2( , ,..., )nX X X  点估计量 

1 2( , ,..., )nx x x  点估计值 

 

1.2. 矩估计与极大似然估计 

★ 矩估计：用样本矩作为总体矩估计 

★ 极大似然估计：使得似然函数达到极大， );,,(max)ˆ;,,( 11 


nn xxLxxL 


 . 

★ 矩估计法： 

1) 出发点;    

★  



n

i

k
ik X

n
M

1

1
1,E  kX k

k
P

  

2) 方法与步骤 

① 求出总体的 k 阶原点矩: 1 2( ; , ,..., )k k

k ma EX x dF x   



    

② 解方程组
1

1 n
k

k i

i

a X
n 

   (k=1,2,...,m)，得 1 2( , ,..., )k k nX X X  即为所求 

★ 极大似然估计法： 

1) 出发点;  实际推断原则（似然函数达到极大） 

★  似然函数
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2) 方法与步骤 

① 写出似然函数
1

( ) ( ; )
n

i

i

L f x 


 ，求出 lnL 及似然方程
ln

0
i

L

 








 

i=1,2,...,m 

② 解似然方程得到 1 2( , ,..., )i nx x x ，即极大似然估计 1 2( , ,..., )i nX X X   

i=1,2,...,m 

 

注：似然方程无解时，求出 的定义域中使得似然函数最大的值，即为最大似然
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估计。 

 

例 设 X ～B(1, p). nXXX ,,, 21   是来自 X 的一个样本, 试求参数 p 的矩估计量

Mp̂  

例 设 X ～











else

xx
x

xf

0

0)(
6

)( 3


 ， 

求 1）. 的矩估计量


 ，2）.求


 的方差。                        【
n

X
5

;2
2
】 

例  

设总体 X 的概率密度为















x

xe
xf

x

0
)(

)(

, 而 nXXX ,,, 21  是来自总体 X 的

简单随机样本, 求未知参数 的矩估计量                       【 1X 】 

例 设总体 X 的概率分布为 










  21)1(2

3210
~

22
X  

其中 )
2

1
0(  是未知参数，利用总体 X 的如下样本值 

         3，1，3，0，3，1，2，3， 

求 的矩估计值和最大似然估计值.                         【1/4; 
12

137 】 

例 设总体 X 的概率密度为 

 

, 0 1,

; 1 ,1 2,

0,

x

f x x



 

 


   

 其他,

 

其中 是未知参数  0 1  ， 1 2 n, ...,X X X 为来自总体 X 的简单随机样本，记 N

为样本值 1 2, ..., nx x x 中小于 1 的个数，求 的最大似然估计.          【
N

n
  】 

例 设总体 X 的二阶矩存在， nXXX ,,, 21  为其样本. 求 X 的期望 和方差 2 的

矩估计量 M̂ 和

2
M ; 又若 X 为正态, 求最大似然估计量 L̂ 和


2
L .  

例  设总体 X ~ ],0[ U , )0( 未知， nXXX ,,, 21  是一个样本, 试求 的矩估计
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量 M̂ 和最大似然估计量 L̂ .                      【 M̂ = X2 , )(
ˆ

nL X 】 

【矩估计法：易知
2

)( XE ，建立方程  X
2


M̂ = X2 。 

最大似然估计法：


 




.,0

,,2,1,0,
);,,( 1

其他

nix
xxL i

n

n





 ；由似然函数可

以看出，要使 );,,( 1 nxxL  最大，就要使 尽可能地小，但 又不能小于

},,max{ 1)( nn xxx  ，所以， 取 },,max{ 1)( nn xxx  时就使 );,,( 1 nxxL  达到最

大，故 )(
ˆ

nL X 】 

例  设总体 X 的概率密度函数为 













 

x

xe
xf

x

当

当

0
)(

)(

 ，这里和(>0)

都是参数. 又设 n21 ,,, XXX  为该总体的简单样本，而 n21 ,,, xxx  为其样本观察

值.  

1) 设已知，求 的极大似然估计 L̂  .               【 ),,,min( n21 xxx  】 

2) 设已知，求的矩估计 M̂  .                           【 1)(  x 】 

例  设总体的分布函数为   










.,)(1

,,0
),;(

xx

x
xF






 当

当
,   

其中 0,0   都是未知参数.  设 n1 ,, XX  为简单样本，求和的极大似然估

计。 

 

 

2. 点估计的评价标准 

 

点估计与优良性：概念、无偏估计、均方误差准则、相合估计(一致估计)、渐近

正态估计 

★ 无偏性： 的估计量 ),,(ˆ 1 nxx  满足 ̂E ，且  ，有  ˆE ，称̂ 为

 的无偏估计量。  

★  的均方误差： 2 2( , ) ( ) ( )MSE E D E          
2ˆ ˆ( ) ( ( ))D Bias    

若 是无偏估计，则 ( , )MSE D    
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★ 有效性：对于 的无偏估计量 1 2,  ，若对于任意的 有 

1 2( ) ( )D D  ， 

且至少有一个 使得上述不等式严格成立，则称 1 比 2 有效。 

 

★ 性质 

☆ 设总体 X 的 k 阶矩 1,E  kX k
k 存在. 又设 nXXX ,,, 21  是 X 的一个样本. 

试证明不论总体服从什么分布, k 阶样本矩 



n

i

k
ik X

n
M

1

1
一定是 k 阶总体矩 k 的

无偏估计. 样本方差 2S 一定是总体方差的无偏估计。 

☆ 对正态总体 ),( 2N , 若μ和 2 均为未知, 则  

（1）μ的矩估计量和最大似然估计量 X 是无偏的;    

（2） 2 的矩估计量和最大似然估计量 



 n

i
in XX

n
S

1

222 )(
1

 是有偏的;    

（3） 22

1
nS

n

n
S


 , 即 







n

i
i XX

n
S

1

22 )(
1

1
，是 2 的无偏估计量. 

例 设 X ~ ],0[ U ，参数 未知， nXXX ,,, 21  是其大小为 n 的样本. 则   

1) 矩估计量 XM 2ˆ  是无偏的； 

2) 似然估计 },,,max{ˆ
21)( nnL XXXX  ，不是参数 的无偏估计. 但 

)(

1ˆ1
nL X

n

n

n

n 



 是比 XM 2ˆ  有效的估计量.  

3）求 )ˆ( Ln   的极限分布.                      【参数为 /1 的指数分布】 

例 设 )2(,,, 21 nXXX n 为来自总体 N(0, 2 )的简单随机样本，X 为样本均值，

记 .,,2,1, niXXY ii   

求：（I） iY 的方差 niDYi ,,2,1,  ；                                【
n

n 1 】 

（II） 1Y 与 nY 的协方差 ).,( 1 nYYCov                               【
n
1 】 
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   （III）若 2

1 )( nYYc  为 2 的无偏估计量，求参数 c.                  【
)2(2 n

n 】    

例  设总体 X 服从 Ex ( )，未知参数  /1  > 0,  pdf 为  

 













,,0

,0,
1

);(

/

其它

xe
xf

x 

  

又设 nXXX ,, 21 是来自 X 的样本, 试证 

1) X 和 )1(nX 都是 的无偏估计量，其中 },,,min{ 21)1( nXXXX  .  

2) 当 n >1 时, 对于θ的估计， X 较 n )1(X 有效. 

 

★ 相合性：  ， 1
ˆ ( , , )

P

n nx x  ，则称 n 为 的相合估计（一致估

计） 

注：相合性要求是最基本的要求，不满足相合性的估计一般不予考虑。 

★ 理论依据和方法：大数定律、依概率收敛的性质 

进一步的判断依据 

定理 A：若 lim n
n

E 


 且 lim 0n
n

D


 ，则 n 为 的相合估计。 

定理 B:  若 1 2ˆ ˆ ˆ, , , k

n n n   分别为 1 2, , , k   的相合估计， 1 2( , , , )kg    是

1 2, , , k   的连续函数，则 1 2ˆ ˆ ˆ( , , , )k

n n ng    为 1 2( , , , )kg    的相合估计。 

例 设 X ~ ],0[ U ，参数 未知， nXXX ,,, 21  是其容量为 n 的样本. 则   

其最大似然估计 },,,max{ˆ
21)( nnL XXXX  是 的相合估计。 

解：
1 2

ˆ( ) [max{ , , , }]
1

L n

n
E E X X X

n
    


 

2 2 2

2
ˆ( ) [ ] 0

2 1 ( 1) ( 2)
L

n n n
D

n n n n
      

   
 

故 },,,max{ˆ
21)( nnL XXXX  是 的相合估计。 

 

 


